Il FEIRA REGIONAL DE

&
IFF - INsimTuTo FEDERAL FARROUPILHA - CAMPUS PANAMBI
SMEC — SecreTarIA MuniciPAL DE EDUCAGAO E CULTURA DE PANAMBI
363 CRE — CoORDENADORIA REGIONAL DE EDUCACAO
UNI]Ui — UniversiDADE ReGIONAL DO NOROESTE DO EsTADO DO Rio GRANDE DO SuL

ESCHER, ARTE E MATEMATICA: ISOMETRIAS E
PAVIMENTACOES

Categoria: Ensino Superior

Modalidade: Matematica Aplicada e/ou Inter-relacdo com Outras Disciplinas
SANTOS, Caroline dos; SCHUNEMANN, Edwarda; BATTISTI, Isabel Koltermann.

Instituicdo participantes: Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio Grande
do Sul - ljui/RS.

INTRODUCAO

Nascido na Holanda, em 1898, Escher, famoso por suas obras inusitadas, utilizava os
conceitos matematicos relacionados ao campo da Geometria, em especial as isometrias, para a
criacdo de suas artes graficas. Seus trabalhos realizados na forma de quebra-cabeca,
pavimentam um plano com padrdes construidos a partir de figuras geométricas. Este tipo de
pavimentacdo envolvendo diferentes combinacBes e figuras geométricas, que seguem
determinado padrao, é conhecido como mosaico.

A arte dos mosaicos teve origem nas antigas civilizagcbes como o Egito e a Mesopotamia,
onde nesta dltima foi encontrada a obra “Estandarte de Ur” (3500 a.C.) considerada, pela
maioria dos historiadores, 0 mosaico mais antigo até entdo descoberto. Esta obra possui duas
faces, onde uma remete cenas de guerra e a outra a vida doméstica da Suméria, antiga
Mesopotamia.

Diante do exposto, vislumbra-se a possibilidade de considerar tal tema na organizagéo
de ensino que envolve conceitos da geometria plana relacionados aos temas formas e
propriedades e transformac6es no plano. Nesse sentido, a presente escrita tem como objetivo
discutir o estabelecimento de processos de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos

considerando aspectos das obras de Escher relacionados a pavimentacdo e isometrias.

CAMINHOS METODOLOGICOS, RESULTADOS E DISCUSSAO
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Esta producéo se estabelece a partir da realizagéo de uma oficina que considera alguns
aspectos das obras de Escher. As discussfes propostas consideram aspectos apresentados,
especialmente, pelos autores: Wagner (1993), Polya (1995) e Mendes (2008).

A referida oficina teve como titulo Escher, Arte e Matematica: Isometrias e
PavimentacOes. Foi desenvolvida como uma das atividades da programacdo da Semana
Académica das Licenciaturas, da Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio Grande
do Sul - Unijui, envolvendo cerca de 25 alunos do Curso de Matematica — Licenciatura, da
mesma instituicdo. Consistiu na proposicdo de um problema inicial que proporcionou a
visualizagcdo de poligonos que permitem uma pavimentacdo lado-lado, e, a partir destes, a
construcdo de novas figuras com a mesma area, através da utilizacdo de isometrias, para entéo
serem construidos os mosaicos de Escher. O tempo de duracdo da oficina foi de
aproximadamente uma hora e trinta minutos, envolvendo conceitos matematicos como
poligonos regulares, angulo, vértice, lados de um poligono e isometrias, 0s quais contribuiram
na compreensao da construcao de mosaicos por Escher em suas obras de arte.

A oficina “Escher, Arte e Matematica: Isometrias e Pavimentacdes” iniciou
apresentando relacGes entre alguns conceitos que foram abordados no decorrer da mesma, tais
como: geometria, procedimentos, pavimentagcdo, mosaico, arte, criatividade e raciocinio, de
modo que os académicos possam compreender que pavimentacdo é um revestimento de uma
superficie plana, e também que pode ser realizada de diversas formas, onde uma delas sdo os
mosaicos, pavimentacdes que possuem determinado padrdo. Existem mosaicos que podem ser
encontrados na natureza e outros que sao criados pelo homem. A metodologia utilizada para a
sua construcdo envolve conceitos e procedimentos matematicos relacionado ao campo da
Geometria, da Arte e habilidades que consideram a criatividade.

O primeiro problema apresentado na oficina foi: “Qual(is) o(s) poligono(s) convexo(s)
regular(es) pode(m) ser usado(s) isoladamente como padrdo de uma pavimentacdo
caracterizada como lado-lado?”. Pavimentacdo com regies poligonais do tipo mosaico do
plano nédo pode haver lacunas nem sobreposi¢fes entre os poligonos. As condi¢fes impostas
para tanto, sao:

a) Se se dois poligonos intersectam-se, entdo essa intersec¢do é um lado ou um

vertice comum;

b) A distribuicdo dos poligonos ao redor de cada vértice & sempre a mesma.

No sentido exposto, uma pavimentacao é lado-lado se, e somente se, todo segmento que
delimita o poligono é lado comum a dois poligonos. Portanto, os vértices também sdao comuns

entre eles.
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Para resolver o problema, os académicos foram organizados em duplas, em que cada
dupla recebia pecas que representavam um dos poligonos convexos regulares representados na
Figura 1. Foi proposto que cada dupla organizasse uma pavimentacéao lado-lado com o poligono
representado pela maior face da(s) peca(s) que recebeu. Neste momento os académicos

deveriam identificar se tal pavimentacéo satisfaz as condi¢des dadas.

Figura 1 — Poligonos convexos regulares

Fonte: As autoras (2018)

Com esta atividade, os académicos perceberam que os poligonos regulares que
satisfazem as condi¢Ges de uma pavimentacdo lado-lado sdo: o triangulo, o quadrado e o
hexagono. As percepcfes quanto aos poligonos convexos regulares que ndo atenderam as
condicdes propostas, foram que, ao realizar a pavimentacdo identificaram lacunas e

sobreposicdes entre eles.

Figura 2 — Poligonos convexos regulares que possibilitam a pavimentacao lado-lado
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Fonte: As autoras (2018)

Ap0s estas constatacdes, as duplas anotaram o nimero de lados e a medida do angulo
interno do seu poligono. Os procedimentos realizados para a obtengdo da medida do angulo
interno dos poligonos considerados possibilitou o estabelecimento de processos de abstracao e

de generalizacdo, obtendo assim, uma formula que expressa, a partir do nimero de lados do
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poligono regular, a medida do angulo interno do referido poligono. Com os dados obtidos foi
elaborado um quadro, que permitiu a percepcdo de caracteristicas comuns aos trés poligonos
que possibilitam a pavimentacdo lado-lado. As discussdes a partir da analise dos dados
possibilitou aos académicos a constatacdo de que os angulos internos do quadrado, triangulo
equiléatero e hexagono, sdo divisores de 360°.

Para a sistematizacdo deste problema foi apresentado o video ‘“Matematica em toda
parte — Construcio — Pavimentagdo com Poligonos'”, o qual apresenta de forma animada as
pavimentacdes que podem ser realizadas, identificando que os angulos entorno do ponto de
encontro das figuras somam 360°.

Na sequéncia foi proposto um segundo problema “Apenas o tridngulo equilatero, o
quadrado e o hexagono regular podem ser usados isoladamente como padrédo de pavimentacéo,
mas se repararmos nas imagens de Escher, ndo aparenta usar qualquer um destes poligonos.
Aqui esta um erro?”. Este pde em discussao as construc@es do artista e problematiza a forma
como tais representac6es foram produzidas.

Maurits Cornelis Escher nasceu na Holanda em 1898 e viveu até 1972. Conforme
Veldhuysen (2013), o artista “ganhou fama internacional por suas litografias e xilogravuras
inusitadas, nas quais criou quebra-cabecas visuais que exploram mundos impossiveis, imagens

arquitetdnicas refinadas e padroes geométricos fascinantes”. (VELDHUYSEN, 2013, p.9).

Figura 3 — Ladrilhamento 1V / Tessellation 1957

Fonte: Tjabbes (2013)

L https://www.youtube.com/watch?v=y__0a7TDbfs
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Para compreender o problema, foi apresentada uma técnica que pode ser utilizada nas
referidas construgdes. Assim, a partir de um hexagono regular foram consideradas ideias
relacionadas a isometrias.

Conforme Wagner (1993), isometrias sdo aquelas transformacdes que preservam

distancias, e possuem as seguintes propriedades:

a) A imagem de uma reta por uma isometria € uma reta.

b) Uma isometria preserva paralelismo.

c) Uma isometria preserva angulos.

Como consequéncia da defini¢cdo, a imagem de uma figura F por uma isometria, é
uma figura F’ congruente a F. (WAGNER, 1993, p. 71)

As isometrias consideradas na oficina foram: translacdo, rotacédo, reflexdo e reflexdo
deslizante. Corroborando com Wagner (1993), a translacdo transforma uma figura em outra
paralela e congruente, conservando uma dire¢do, um sentido e um comprimento. A rotacdo é
obtida através da fixacdo de um ponto (centro de rotacdo) e todos os outros se deslocam em um
dado angulo de amplitude em torno do ponto fixo, positiva quando deslocado no sentido anti-
horéario. A reflexdo ocorre quando, ao ser tracado um eixo ou ponto de simetria, cada ponto da
figura original é simétrico a figura congruente. E a reflexdo deslizante segundo Lima (1996) €
obtida pela reflexéo seguida de translacéo e ndo possui ponto fixo.

A partir das ideias trazidas foram apresentados dois videos? de como construir mosaicos
usando a técnica de Escher. Nos videos, a técnica parte de um dos poligonos convexos regulares
gue permitem a pavimentacao lado-lado, onde séo tracadas linhas formando figuras, em que,
estas, sdo recortadas e sofrem uma aplicacdo das isometrias, formando uma nova figura de
mesma area que a inicial. Estas figuras permitem uma pavimentacdo lado-lado, pois se
encaixam perfeitamente.

A resolucdo do segundo problema, se da apds o entendimento de que nas obras de Escher
ndo consegue-se visualizar os poligonos diretamente, mas compreendendo sua técnica verifica-
se que utilizando as isometrias é possivel criar 0s mosaicos. Portanto, para concluir a oficina,
foi proposta uma atividade tendo como base os aprendizados obtidos na mesma. A atividade
trata de uma construcdo de um mosaico a partir de um tridngulo equilatero, onde séo dados os
passos a serem seguidos.

Disponibilizando-se um tridngulo equilatero para cada aluno participante, o mesmo deve
escolher um vértice qualquer do tridangulo demarcando-o, e além disso, marcar o ponto médio

do segmento do lado oposto ao vértice escolhido. Iniciando do vértice, deve-se desenhar uma

2 http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=27470
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figura qualquer, que seré recortada e rotacionada, considerando o vértice como ponto fixo, para
seu lado adjacente. Quanto ao ponto médio, sera necessario desenhar uma figura qualquer que
inicie em um dos vértices do segmento e que ndo ultrapasse o ponto médio, utilizando o ponto
pertencente ao segmento onde termina a figura como ponto fixo, deve ser rotacionada para a
outra metade do segmento.

Estes procedimentos criam uma nova figura, de mesma area do triangulo equilatero
inicial, que sera utilizada para a construcdo de um mosaico fixando um centro de rotacao,

conforme mostra a Figura 4. Cada aluno realizou a constru¢do do seu mosaico.

Figura 4 — Mosaico construido a partir do triangulo equilatero
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Fonte: As autoras (2018)

As atividades realizadas no decorrer da oficina contemplam as quatro fases de resolugéo
de problemas propostas por Polya (1995), as quais s&o: compreensdo do problema,
estabelecimento de um plano, execucdo do plano e o retrospecto.

Além disso, consideram 0 uso de recursos didaticos como materiais concretos
manipulaveis e uso de tecnologias que possibilitam uma melhor visualizacdo e compreensdo
dos conceitos matematicos abordados. Sendo estes, os videos apresentados e os materiais

confeccionados.

A informatica, atualmente, é considerada uma das componentes tecnoldgicas mais
importantes para a efetivacéo da aprendizagem matematica no mundo moderno. Sua
relacio com a Educacdo Matematica se estabelece a partir das perspectivas
metodoldgicas atribuidas a informéatica como meio de superacdo de alguns obstaculos
encontrados por professores e estudantes no processo ensino-aprendizagem.
(MENDES, 2008, p.61).

Com relacdo aos videos apresentados na oficina, possibilitaram superar a dificuldade de
representacdo da construcdo de mosaicos, utilizando a técnica de Escher a partir das isometrias,
que ao serem representadas por “papel e caneta” podem ndo ser compreendidos na mesma

intensidade.
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Corroborando com Mendes (2008), aquando este indica que a utilizagdo de Materiais
Concretos € uma ampla metodologia de ensino da Matematica, a qual possibilita que o aluno
manipule o material e estabeleca relacfes, tornando-o um agente ativo na construcdo do seu
préprio conhecimento matematico. Neste caso, o professor atua como um mediador, garantindo
que o conceito matematico seja ensinado. “Isso porque a aprendizagem € um processo
progressivo que ndo se esgota na manipulagdo de modelos fisicos, mas nas relagdes
manipulativo-simbolicas e abstrativas estabelecidas em cada atividade”. (MENDES, 2008,
p.11).

CONCLUSOES

Neste trabalho, concluimos que as atividades propostas no decorrer da oficina, sdo
potenciais para o ensino dos conceitos matematicos da Isometria. Portanto, podem ser utilizadas
por professores da Educacdo Basica no ensino do conteido, pois 0 mesmo, pouco é trabalhado
em sala de aula. A oficina considera a resolucdo de problemas, importante metodologia que
permite a construcao de relagdes e de aplicacbes dos conceitos na realidade. Além disso, 0 uso
de materiais didaticos e de tecnologias que auxiliam na compreensao dos conceitos, ampliando

possibilidades de estabelecimento de processos de aprendizagem.
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